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زنجیره مارکوف زمان پیوسته

مدل سازی فرایند در زمان پیوسته
انتشار بیماری
تعداد تماس های تلفنی
زمان خرابی قطعات الکتریکی یا مکانیکی



زنجیره مارکوف زمان پیوسته

{𝑋 𝑡 : 0 ≤ 𝑡 < زنجیره مارکوف زمان پیوسته{∞
دارای مجموعه حالت های متناهی یا شمارا و خاصیت مارکوفی

𝑃 𝑋(𝑡 + 𝑠) = 𝑗 𝑋 𝑠 = 𝑖, 𝑋 𝑢 = 𝑥 𝑢 , 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑠 = 𝑃 𝑋(𝑡 + 𝑠) = 𝑗 𝑋 𝑠 = 𝑖

یا همگن
𝑃 𝑋(𝑡 + 𝑠) = 𝑗 𝑋 𝑠 = 𝑖 = 𝑃 𝑋(𝑡) = 𝑗 𝑋 0 = 𝑖

پس نمایش با 
𝑃𝑖𝑗

(𝑡) یا ماتریس احتمال های انتقال𝑃(𝑡)

 مقایسه با حالت گسستة𝑃𝑖𝑗 یاP

 پس𝑃(𝑡) (معمولا بی نهایت ماتریس)خانواده ای از ماتریس ها



زنجیره مارکوف زمان پیوسته

P t ۱ = ۱

𝑃(0) =?= lim
𝑡→0+

𝑃(𝑡) = 𝐼



(ز م زپ)زمان اقامت ز م زمان پیوسته 

قبل از انتقال به حالتی غیر از آن𝑗زمان ماندن در حالت 

طبق معادلة صفحة قبل 
 احتمال انتقال از𝑗 به حالت دیگر ناوابسته به مدت زمان ماندن در حالت𝑗

 از خاصیت بی حافظگیاقامت به دیگر سخن، صدق پذیری زمان
 تنها توزیع پیوستة صدق پذیر در خاصیت مذکور

توزیع نمائی



(ز م زپ)زمان اقامت ز م زمان پیوسته 

در زم ز پ متغیرهای تصادفی با توزیع نمایی و مستقل آماری با چگالی 𝑗در حالت 𝑠𝑗زمان اقامت 
𝑝𝑠𝑗
(𝑎)

= 𝑞𝑗𝑒
−𝑞𝑗𝑎, 𝑎 ≥ 0

به طوری که

𝑞𝑗 =
1

𝐸[𝑠𝑗]

اثبات-

𝑋 𝑡۱,𝑡۲ = 𝑗
 نمایش گر ماندن در حالت𝑗 در زمان(𝑡۱,𝑡۲]

 احتمال اینکه زمان اقامت بیشتر ازa

𝑝 𝑠𝑗 > 𝑎 = 𝑝 𝑋 0,𝑎 = 𝑗|𝑋 0 = 𝑗,𝑋 0− ≠ 𝑗

بنابر خاصیت مارکوفی

𝑝 𝑠𝑗 > 𝑎 = 𝑝 𝑋 0,𝑎 = 𝑗|𝑋 0 = 𝑗



(ز م زپ)زمان اقامت ز م زمان پیوسته 

 برای𝑎 ≥ bو 0 > 0

𝑝 𝑠𝑗 > 𝑎 + 𝑏 = 𝑝 𝑋 0,𝑎 + 𝑏 = 𝑗|𝑋 0 = 𝑗

تقسیم به دو بازة ناهم پوشا

𝑝 𝑠𝑗 > 𝑎 + 𝑏 = 𝑝 𝑋 𝑎,𝑎 + 𝑏 = 𝑗,𝑋 0,𝑎 = 𝑗|𝑋 0 = 𝑗

استفاده از احتمال شرطی

𝑝 𝑠𝑗 > 𝑎 + 𝑏 = 𝑝 𝑋 𝑎,𝑎 + 𝑏 = 𝑗|𝑋 0,𝑎 = 𝑗,𝑋 0 = 𝑗 𝑝 𝑋 0,𝑎 = 𝑗|𝑋 0 = 𝑗

خاصیت مارکوفی

𝑝 𝑠𝑗 > 𝑎 + 𝑏 = 𝑝 𝑋 𝑎,𝑎 + 𝑏 = 𝑗|𝑋 𝑎 = 𝑗 𝑝 𝑋 0,𝑎 = 𝑗|𝑋 0 = 𝑗

 با استفاده از𝑝 𝑠𝑗 > 𝑎 = 𝑝 𝑋 0,𝑎 = 𝑗|𝑋 0 = 𝑗

𝑝 𝑠𝑗 > 𝑎 + 𝑏 = 𝑝 𝑠𝑗 > 𝑏 𝑝 𝑠𝑗 > 𝑎

 مشابه خاصیت بی حافظگی

پس زمان اقامت دارای توزیع نمائی



(ز م زپ)زمان اقامت ز م زمان پیوسته 

 زمان اقامت باقی مانده در حالت𝑗 و نمایش با𝑠′𝑗

 زمان باقی ماندن در حال𝑗 با مشاهدة بودن در حالت مذکور در زمان𝑡

𝑝 𝑠′𝑗 > 𝑎 = 𝑝 𝑋 𝑡,𝑎 = 𝑗|𝑋 𝑡 = 𝑗

 بنابر خاصیت بی حافظگی توزیع نمائی زمان اقامت𝑠𝑗

 زمان اقامت باقی مانده دارای توزیع نمایی یکسان

𝑝𝑠𝑗
(𝑎)

= 𝑝𝑠′𝑗
(𝑎)

= 𝑞𝑗𝑒
−𝑞𝑗𝑎,𝑎 ≥ 0



(ز م زپ)زمان اقامت ز م زمان پیوسته 

 شهود
 زمان اقامت در حالت𝑗برابر با تمایل فرایند به ماندن در حالت مذکور

 بنابراین محتملا وابسته با احتمال انتقال𝑃𝑗𝑗
(𝑡)

𝑃𝑗𝑗-قضیه
(ℎ) در بازة کوچکh در زم زپ برابر است با

𝑃𝑗𝑗
(ℎ)

= 𝑃 𝑠𝑗 > ℎ + 𝑜 ℎ = 1 − 𝑞𝑗ℎ + 𝑜(ℎ)

𝑞𝑗به طوری که  =
1

𝐸[𝑠𝑗]
limو 𝑗ضریب توزیع نمائی زمان اقامت در حالت 

ℎ→0

𝑜(ℎ)

ℎ
= 0



(ز م زپ)زمان اقامت ز م زمان پیوسته 

𝑃𝑗𝑗
(ℎ)

= 𝑃 𝑠𝑗 > ℎ + 𝑜 ℎ = 1 − 𝑞𝑗ℎ + 𝑜(ℎ)

-اثبات
 فرایندی در حالت𝑗 0در زمان

 مشاهدة دوباره در زمانhدر حالت مذکور در صورت
 0)یا عدم تغییر حالت در بازه زمان,ℎ]

 یا انجام چند تغییر حالت که آخرین همراه با برگشت به حالت𝑗

قانون احتمال کل

𝑃𝑗𝑗
(ℎ)

= 𝑃 𝑋 ℎ = 𝑗|𝑋 0 = 𝑗 = 𝑃 𝑠𝑗 > ℎ + 𝑃 𝑋 ℎ = 𝑗, 𝑠𝑗 ≤ ℎ|𝑋 0 = 𝑗



(ز م زپ)زمان اقامت ز م زمان پیوسته 

𝑃 𝑋 ℎ = 𝑗, 𝑠𝑗 ≤ ℎ|𝑋 0 = 𝑗

قانون احتمال کل

𝑃چ = 𝑃 𝑋 ℎ = 𝑗, 𝑠𝑗 ≤ ℎ|𝑋 0 = 𝑗 = න
0

ℎ

𝑝𝑠𝑗(𝑎)𝑃 𝑋 ℎ = 𝑗|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 𝑑𝑎

𝑝𝑠𝑗
(𝑎)

= 𝑞𝑗𝑒
−𝑞𝑗𝑎 , 𝑎 ≥ 0

i نمایش حالت ورودی پس از خروج ازj

𝑃چ = න
0

ℎ

𝑝𝑠𝑗(𝑎)෍

𝑖≠𝑗

𝑃 𝑋 ℎ = 𝑗, 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 𝑑𝑎

= න
0

ℎ

𝑝𝑠𝑗(𝑎)෍

𝑖≠𝑗

𝑃 𝑋 ℎ = 𝑗 𝑋 𝑎 = 𝑖 𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 𝑑𝑎

= න
0

ℎ

𝑝𝑠𝑗(𝑎)෍

𝑖≠𝑗

𝑃𝑖𝑗(ℎ − 𝑎)𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 𝑑𝑎

𝑃𝑖𝑗 ℎ − 𝑎 ≤ 𝑃[𝑠𝑖 ≤ ℎ − 𝑎]

𝑃چ ≤ න
0

ℎ

𝑝𝑠𝑗(𝑎)෍

𝑖≠𝑗

𝑃[𝑠𝑖 ≤ ℎ − 𝑎] 𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 𝑑𝑎



(ز م زپ)زمان اقامت ز م زمان پیوسته 

𝑃چ ≤ න
0

ℎ

𝑝𝑠𝑗 𝑎 ෍

𝑖≠𝑗

𝑃 𝑠𝑖 ≤ ℎ − 𝑎 𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 𝑑𝑎

جاگذاری

𝑃چ ≤ න
0

ℎ

𝑞𝑗𝑒
−𝑞𝑗𝑎෍

𝑖≠𝑗

1 − 𝑞𝑗𝑒
−𝑞𝑖 ℎ−𝑎 𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 𝑑𝑎

= න
0

ℎ

𝑞𝑗𝑒
−𝑞𝑗𝑎𝑑𝑎෍

𝑖≠𝑗

𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 −෍

𝑖≠𝑗

𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 𝑒−𝑞𝑖ℎ𝑞𝑗න
0

ℎ

𝑒−(𝑞𝑗−𝑞𝑖)𝑎𝑑𝑎

𝑃چ ≤ 1 − 𝑒−𝑞𝑗ℎ −෍

𝑖≠𝑗

𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 𝑒−𝑞𝑖ℎ
𝑞𝑗

𝑞𝑗 − 𝑞𝑖
+෍

𝑖≠𝑗

𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 𝑒−𝑞𝑗ℎ
𝑞𝑗

𝑞𝑗 − 𝑞𝑖

استفاده از سری تیلور 

𝑃چ ≤ 𝑞𝑗ℎ − 𝑞𝑗ℎ෍

𝑟≠𝑗

𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑟|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 + 𝑜 ℎ

෍

𝑖≠𝑗

𝑃 𝑋 𝑎 = 𝑖|𝑋 0 = 𝑗, 𝑠𝑗 = 𝑎 = ۱

𝑃 𝑋 ℎ = 𝑗, 𝑠𝑗 ≤ ℎ|𝑋 0 = 𝑗 = 𝑜(ℎ)



(ز م زپ)زمان اقامت ز م زمان پیوسته 

𝑃 𝑠𝑗 > ℎ = 𝑒−𝑞𝑗ℎ = 1 − 𝑞𝑗ℎ + 𝑜(ℎ)

حکم برقرار است

 انتقالدر زمان کوتاه، فرایند یا انتقالی نخواهد داشت یا حداکثر یک
موارد بیشتر از دو ناچیز است



کولمولگروف ز م زپ-معادلات چپمن

در زمان پیوستهانتقال احتمال های 

کولموگرف-معادلات چپمن
 ماتریس انتقال در بازةt+s هر جفت مقدار نامنفیt وs برابر است با

𝑃(𝑡+𝑠) = 𝑃(𝑡)𝑃(𝑠)

෍

𝑘

𝑃𝑖𝑘
(𝑡)
𝑃𝑘𝑗
(𝑠)

= 𝑃𝑖𝑗
(𝑡+𝑠)

مشابه حالت گسسته-اثبات
تمرین

𝑃(0)نتیجه  = 𝐼



ماتریس مولد بی نهایت کوچک

Pدر حالت گسسته 

 معادل حالت پیوستهQ

𝑄 ماتریس حقیقی مستقل از زمانt
مولد سخت ناچیز یا مولد بین نهایت کوچک یا مولد بسیارکم
یا ماتریس چگالی و شدت
تعریف

𝑄 = lim
ℎ→0+

𝑃(ℎ) − 𝐼

ℎ



ماتریس مولد بی نهایت کوچک

𝑄 = lim
ℎ→0+

𝑃(ℎ) − 𝐼

ℎ

𝑄 ماتریس حقیقی مستقل از زمانt
آیا ماتریس مربوط وجود دارد؟ فرض می کنیم وجود دارد-مسئله.
آیا ماتریس تصادفی است؟ خیر-مسئله



ماتریس مولد بی نهایت کوچک

𝑄 = lim
ℎ→0+

𝑃(ℎ) − 𝐼

ℎ

𝑞𝑗𝑗 = lim
ℎ→0+

𝑃𝑗𝑗
(ℎ)

− ۱

ℎ

𝑞𝑗𝑗ویژگی های
همگی منفی
تغییر علامت

−𝑞𝑗𝑗 = lim
ℎ→0+

۱ − 𝑃𝑗𝑗
ℎ

ℎ
= lim

ℎ→0+

𝑞𝑗ℎ + 𝑜 ℎ

ℎ
= 𝑞𝑗

پس بازنویسی معادله احتمال بازگشت به خود

𝑃𝑗𝑗
(ℎ)

= 𝑃 𝑠𝑗 > ℎ + 𝑜 ℎ = 1 + 𝑞𝑗𝑗ℎ + 𝑜(ℎ)

آمیزش درایه های قطر اصلی با احتمال انتقال به خود

𝑃𝑗𝑗
(ℎ)

= 𝑃 𝑠𝑗 > ℎ + 𝑜 ℎ = 1 − 𝑞𝑗ℎ + 𝑜(ℎ)



ماتریس مولد بی نهایت کوچک

𝑄 = lim
ℎ→0+

𝑃(ℎ) − 𝐼

ℎ

∀𝑖 ≠ 𝑗: 𝑞𝑖𝑗 = lim
ℎ→0+

𝑃𝑖𝑗
(ℎ)

ℎ
بازنویسی

𝑃𝑖𝑗
(ℎ)

= 𝑞𝑖𝑗ℎ + 𝑜 ℎ , 𝑖 ≠ 𝑗



ماتریس مولد بی نهایت کوچک

P t ۱ = ۱

𝑄۱ = lim
ℎ→0+

𝑃(ℎ)۱ − 𝐼۱
ℎ

= lim
ℎ→0+

۱ − ۱
ℎ

= 0𝑇

  به دیگر سخن

෍

𝑗=0

𝑁

𝑞𝑖𝑗 = 0

در نتیجه 

෍

𝑗≠𝑖

𝑁

𝑞𝑖𝑗 = −𝑞𝑖𝑖 = 𝑞𝑖



ماتریس مولد بی نهایت کوچک

همیشه متناهی𝑞𝑖𝑗مقدار 

نامتناهیممکن است متناهی یا 𝑞𝑖𝑖مقدار 
𝑞𝑖 = ∞

حالت آنی

 ۱با احتمال ۰زیرا زمان اقامت در این حالت برابر

𝑞𝑖 < ∞
حالت پایستار

 اگر𝑞𝑖 = 0

 در حالت اقامت امید ریاضی زمانjبرابر بی نهایت
چرا؟

حالت جذب کننده

فرایند پس از اولین ورود به حالت هرگز خارج نخواهد شد



معادلات کولمولگروف

تعریف مشتق ماتریس انتقال
𝑑𝑃(𝑡)

𝑑𝑡
= lim

ℎ→0+

𝑃(𝑡+ℎ) − 𝑃(𝑡)

ℎ
= lim

ℎ→0+

𝑃(𝑡)𝑃(ℎ) − 𝑃(𝑡)

ℎ

𝑑𝑃(𝑡)

𝑑𝑡
= lim

ℎ→0+

𝑃 𝑡 (𝑃 ℎ − 𝐼)

ℎ

𝑑𝑃(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑃 𝑡 lim

ℎ→0+

(𝑃 ℎ − 𝐼)

ℎ
= lim

ℎ→0+

(𝑃 ℎ − 𝐼)

ℎ
𝑃 𝑡

𝑑𝑃(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑃 𝑡 𝑄 = 𝑄𝑃 𝑡



معادلات کولمولگروف

دو معادلة دیفرانسیلی
𝑑𝑃(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑃 𝑡 𝑄 = 𝑄𝑃 𝑡

معادلة کولمولگروف پس رو
𝑃′ 𝑡 = 𝑄𝑃 𝑡

معادلة کولمولگروف پیش رو
𝑃′ 𝑡 = 𝑃 𝑡 𝑄

دارای نتایج متعدد



معادلات کولمولگروف

𝑃 𝑡 = 𝑒𝑄𝑡 , 𝑡 ≥ 0

𝑒𝑄𝑡 = 𝐼 +෍

𝑖=1

𝑛
𝑄𝑛𝑡𝑛

𝑚!

𝑃 𝑡 = 𝑒𝑄𝑡 = حــد
𝑛→∞

1 +
𝑄𝑡

𝑛

𝑛



مثال

یا صفر یا یک𝑋(𝑡)یا مشغول ( بیکار)یا آمادة خدمت -خدمت رسانی

𝜇و 𝜆بازه های بیکار و مشغول داراهی زمان های تصادفی متفاوت و مستقل از هم با توزیع نمائی 

hاحتمال انتقال از بیکار به مشغول در بازة کوچک 

𝑃0,۱ ℎ = 𝑃 𝑠0 ≤ ℎ + 𝑜 ℎ = ۱ − 𝑒−𝜆ℎ + 𝑜 ℎ = 𝜆ℎ + 𝑜(ℎ)

hدر بازة کوچک مشغول به بیکار احتمال انتقال از 

𝑃۱,0 ℎ = 𝑃 𝑠۱ ≤ ℎ + 𝑜 ℎ = ۱ − 𝑒−𝜇ℎ + 𝑜 ℎ = 𝜇ℎ + 𝑜(ℎ)

𝑃𝑖𝑗مقایسه با 
(ℎ)

= 𝑞𝑖𝑗ℎ + 𝑜 ℎ ,𝑖 ≠ 𝑗

𝑋(𝑡) زم ز پ با ماتریس مولد

𝑄 =
−𝜆 𝜆
𝜇 −𝜇



مثال

معادلات پیش رو
𝑃′0,0 𝑡 𝑃′0,۱ ℎ

𝑃′۱,0 𝑡 𝑃′۱,۱ ℎ
=

𝑃0,0 𝑡 𝑃0,۱ 𝑡

𝑃۱,0 𝑡 𝑃۱,۱ 𝑡
−𝜆 𝜆
𝜇 −𝜇

یا
𝑃′0,0 𝑡 = −𝜆𝑃0,0 𝑡 + 𝜇𝑃0,۱ 𝑡

𝑃′0,۱ 𝑡 = 𝜆𝑃0,0 𝑡 − 𝜇𝑃0,۱ 𝑡

𝑃′۱,0 𝑡 = −𝜆𝑃۱,0 𝑡 + 𝜇𝑃۱,۱ 𝑡

𝑃′۱,۱ 𝑡 = 𝜆𝑃۱,0 𝑡 − 𝜇𝑃۱,۱ 𝑡

𝑃0,۱داریم 𝑡 = ۱ − 𝑃0,0 𝑡 و𝑃۱,0 𝑡 = ۱ − 𝑃۱,۱ 𝑡 پس  ،

൝
𝑃′0,0 𝑡 = −𝜆𝑃0,0 𝑡 + 𝜇𝑃0,۱ 𝑡

𝑃′۱,۱ 𝑡 = 𝜆𝑃۱,0 𝑡 − 𝜇𝑃۱,۱ 𝑡

به دلیل تقارن تنها  کافی است معادلة نخست حل شود



مثال

൝
𝑃′0,0 𝑡 = −𝜆𝑃0,0 𝑡 + 𝜇𝑃0,۱ 𝑡

𝑃′۱,۱ 𝑡 = 𝜆𝑃۱,0 𝑡 − 𝜇𝑃۱,۱ 𝑡

معادله دیفرانسیلی درجه اول، ناهمگن، خطی

𝑔′ 𝑡 = −𝛼𝑔 𝑡 + 𝛽, 𝑡 ≥ 0

با پاسخ 
𝑔 𝑡 = 𝑐(𝑡)𝑒−𝛼𝑡

با جایگذاری پاسخ در معادله دیفرانسیلی 

𝑃0,0(0)بر قرار بودن  = ۱

𝑃0,0 𝑡 =
𝜇

𝜆 + 𝜇
+

𝜆

𝜆 + 𝜇
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡



زنجیره مارکوف درونه ای

زم زپ
 در مدتی زمانی تصادفی۱در حالتی با نام

 با زمانی تصادفی مطابق توزیع نمائی۲سپس در حالت

 به همین ترتیب

 ۱,۲,۳پس رسیدن به دنباله ای از حالت ها, …

درونه در فرایند اصلی

 (باز زمان تصادفی)بسط گسسته



زنجیره مارکوف درونه ای

ത𝑋𝑛
 زمان ماندن در حالتn قبل از به حالتn+1

در صورت نبودن حالت جذب کننده
آنگاه متغیر تصادفی به مثابة زم زگ

زم درونه ای

ത𝑃ماتریس احتمال های انتقال
امکان محاسبه با ماتریس مولد سخت ناچیز

ത𝑃𝑖𝑗صرفا زمان حرکت از حالتی به حالت دیگر
ത𝑃𝑖𝑖برابر صفر مگر اینکه حالت جذب باشد

∀𝑖 ≠ 𝑗: ത𝑃𝑖𝑗 = حـــد
ℎ→0+

𝑃 𝑋 𝑡 + ℎ = 𝑗 𝑋 𝑡 + ℎ ≠ 𝑖, 𝑋 𝑡 = 𝑖

= حـــد
ℎ→0+

𝑃 𝑋 𝑡 + ℎ = 𝑗 𝑋 𝑡 + ℎ ≠ 𝑖, 𝑋 𝑡 = 𝑖



∀𝑖 ≠ 𝑗: ത𝑃𝑖𝑗 = حـــد
ℎ→0+

𝑃 𝑋 𝑡 + ℎ = 𝑗 𝑋 𝑡 + ℎ ≠ 𝑖, 𝑋 𝑡 = 𝑖

= حـــد
ℎ→0+

𝑃 𝑋 𝑡 + ℎ = 𝑗, 𝑋 𝑡 + ℎ ≠ 𝑖, 𝑋 𝑡 = 𝑖

𝑃[𝑋 𝑡 + ℎ ≠ 𝑖, 𝑋 𝑡 = 𝑖]

𝑋مشاهده  𝑡 + ℎ ≠ 𝑖شامل𝑋 𝑡 + ℎ = 𝑗پس
𝑃 𝑋 𝑡 + ℎ = 𝑗, 𝑋 𝑡 = 𝑖

𝑃[𝑋 𝑡 + ℎ ≠ 𝑖, 𝑋 𝑡 = 𝑖]
=
𝑃 𝑋 𝑡 + ℎ = 𝑗|𝑋 𝑡 = 𝑖 𝑃 𝑋 𝑡 = 𝑖

𝑃[𝑋 𝑡 + ℎ ≠ 𝑖|𝑋 𝑡 = 𝑖]𝑃 𝑋 𝑡 = 𝑖

=
𝑃𝑖𝑗(ℎ)

۱ − 𝑃𝑖𝑖(ℎ)

ത𝑃𝑖𝑗 = حـــد
ℎ→0+

𝑃𝑖𝑗(ℎ)

۱ − 𝑃𝑖𝑖(ℎ)
= حـــد

ℎ→0+

𝑃𝑖𝑗(ℎ)/ℎ

(۱ − 𝑃𝑖𝑖(ℎ))/ℎ
=
𝑞𝑖𝑗

𝑞𝑖
𝑞𝑖𝑗 = 𝑞𝑖 ത𝑃𝑖𝑗



نمودار جریان زم زپ

امکان نمایش احتمال های انتقال بین حالت ها در زم زگ با استفاده از نمودار انتقال
 به طریق اولی مشابه نمودار انتقال جهت نمایش ماتریس مولد سخت ناچیزQ

نمودار جریان

عدم نمایش بازگشت به خود ها

 نمایش یکسان نمودار جریانQ با نمودار انتقالത𝑃

نمودار جریان

نمودار انتقال



احتمال حالت زم زپ
تابحال احتمال شرطی

𝑝𝑗 𝑡 = 𝑃[𝑋 𝑡 = 𝑗]

𝒑 𝑡 = [𝑝0 𝑡 , 𝑝۱ 𝑡 , … , 𝑝𝑁 𝑡 ]𝑇

෍

𝑖=0

𝑁

𝑝𝑗 𝑡 = 𝒑(𝑡)𝑇 𝟏 = 1

𝑝𝑗 𝑡 = 𝑃 𝑋 𝑡 = 𝑗,ራ

𝑖

{𝑋 𝑠 = 𝑖 = 𝑃 ራ

𝑖

{𝑋 𝑡 = 𝑗, 𝑋 𝑠 = 𝑖 , 0 < 𝑠 < 𝑡

𝑝𝑗 𝑡 =෍

𝑖

𝑃 𝑋 𝑡 = 𝑗|𝑋 𝑠 = 𝑖 𝑃 𝑋 𝑠 = 𝑖

𝒑(𝑡) = 𝒑 𝒔 𝑃 𝑡 − 𝑠 , 0 < 𝑠 < 𝑡

𝑠 = 0 ⟹ 𝒑(𝑡) = 𝒑 0 𝑃 𝑡

𝒑(𝑡) = 𝒑 0 𝑒𝑄𝑡



احتمال حالت زم زپ
𝒑(𝑡) = 𝒑 0 𝑒𝑄𝑡

𝒑′(𝑡) = lim
ℎ→0+

𝒑 𝑡 + ℎ − 𝒑(𝑡)

ℎ
= lim

ℎ→0+

𝒑(𝑡)𝒑 ℎ − 𝒑(𝑡)

ℎ

= lim
ℎ→0+

𝒑 𝑡 (𝒑 ℎ − 𝐼)

ℎ
= 𝒑 𝑡 lim

ℎ→0+

(𝒑 ℎ − 𝐼)

ℎ

𝒑′(𝑡) = 𝒑 𝑡 𝑄

در قالب تک عددی

𝑝𝑗 𝑡 = ෍

𝑖=0,𝑖≠𝑗

𝑁

𝑝𝑖 𝑡 𝑞𝑖𝑗 − 𝑝𝑗 𝑡 𝑞𝑗

مشهور به معادلات تعادل

تشبیه جریان سیال



مثال

𝑃0,0 𝑡 =
𝜇

𝜆 + 𝜇
+

𝜆

𝜆 + 𝜇
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡

𝑃0,۱ 𝑡 =
𝜆

𝜆 + 𝜇
−

𝜆

𝜆 + 𝜇
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡

𝑃۱,0 𝑡 =
𝜇

𝜆 + 𝜇
−

𝜇

𝜆 + 𝜇
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡

𝑃۱,۱ 𝑡 =
𝜆

𝜆 + 𝜇
+

𝜇

𝜆 + 𝜇
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡

𝑝با داشتن  0 = 𝑝0 0 ,𝑝۱ 0
𝑝0 𝑡 = 𝑝0 0 𝑃0,0 𝑡 + 𝑝۱ 0 𝑃۱,0 𝑡

𝑝۱ 𝑡 = ۱ − 𝑝0 𝑡

پس

𝑝0 𝑡 = 𝑝0 0 𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡 +
𝜇

𝜆 + 𝜇
−

𝜇

𝜆 + 𝜇
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡



مثال

𝜆فرض صرفا رفتن از حالتی به حالت یک واحد افزایشی و شدت انتقال برابر 

معادلات تعادل
𝑝′0 𝑡 = −𝜆𝑝0 𝑡

𝑝′𝑗 𝑡 = 𝜆𝑝𝑗−۱ 𝑡 − 𝜆𝑝𝑗 𝑡



مثال

معادلات تعادل
𝑝′0 𝑡 = −𝜆𝑝0 𝑡

𝑝′𝑗 𝑡 = 𝜆𝑝𝑗−۱ 𝑡 − 𝜆𝑝𝑗 𝑡

استفاده از معادلة کمکی جهت حل دستگاه معادلات دیفرانسیلی

𝑔𝑗 𝑡 = 𝑒𝜆𝑡𝑝𝑗 𝑡 ; 𝑗 = 0, ۱, ۲, …
مشتق آن

𝑔′𝑗 𝑡 = 𝜆𝑒𝜆𝑡𝑝𝑗 𝑡 + 𝑒𝜆𝑡𝑝′𝑗 𝑡
جاگذاری معادلات دیفرانسیلی در مشتق

𝑗 = 0

𝑔′0 𝑡 = 𝜆𝑒𝜆𝑡𝑝0 𝑡 − 𝜆𝑒𝜆𝑡𝑝0 𝑡 ⟹ 𝑔′0 𝑡 = 0

𝑗 ≥ ۱

𝑔′𝑗 𝑡 = 𝜆𝑒𝜆𝑡𝑝𝑗 𝑡 + 𝜆𝑒𝜆𝑡𝑝𝑗−۱ 𝑡 − 𝜆𝑒𝜆𝑡𝑝𝑗 𝑡 ⟹ 𝑔′𝑗 𝑡 = 𝜆𝑔𝑗−۱ 𝑡

 با فرضX(0)=0 داریم𝑝0 0 = 𝑝𝑗و ۱ 0 = 𝑔𝑗پس با . 0 𝑡 = 𝑒𝜆𝑡𝑝𝑗 𝑡خواهیم داشت :𝑔0 0 = 𝑔𝑗و ۱ 0 = 𝑔0و 0 𝑡 = و در نتیجه ۱

𝑔۱ 𝑡 = 𝜆𝑡, 𝑔0 𝑡 =
(𝜆𝑡)۲

۲!
, … , 𝑔𝑗 𝑡 =

𝜆𝑡 𝑗

𝑗!
⟹ 𝑝𝑗 𝑡 = 𝑒−𝜆𝑡

𝜆𝑡 𝑗

𝑗!



رده بندی زم زپ

حالت های دسترس پذیر و ارتباطی

کاهش ناپذیر

بازگشت

گذرا

بازگشت مثبت

بازگشت پوچ

تناوب و غیرمتناوب بی معنی در وضعیت پیوسته



رده بندی زم زپ

حالت های دسترس پذیر و ارتباطی
𝑗 از𝑖 دسترس پذیر اگر برای𝑡 خاصی𝑃𝑖𝑗 𝑡 > 0

ارتباط دو حالت اگر هر از یکدیگر دسترس پذیر

رده های ارتباطی
القای افراز حالت ها به رده های هم ارزی

 رده بسته
رده باز

کاهش ناپذیر
اگر تمامی حالت ها متعلق به یک رده ارتباطی
درغیر این صورت کاهش پذیر

بازگشت
 اگر احتمال بازگشت به𝑖 ۱با شروع از آن برابر
گذرا در غیرصورت بالا



رده بندی زم زپ

میانگین زمان بازگشت

اگر کمتر از بی نهایت و یا متناهی بازگشت مثبت

اگر بی نهایت بازگشت پوچ

زم زپ با رده کاهش ناپذیر با تعداد حالت متناهی-سوال
همگی بازگشتی مثبت



رفتار حدی ز م زپ

𝑗پایدار حالت -احتمال حالت 

𝜋𝑗 = lim
𝑡→∞

𝑃 𝑋 𝑡 = 𝑗 = lim
𝑡→∞

𝑝𝑗(𝑡)

قضیه
ودیکی از دو مورد زیر برقرار خواهد ب. زم زپ کاهش ناپذیر همیشه دارای احتمال های حدی است و مستقل از از بردار شروع احتمالی است

 اگر فرایند گذرا یا بازگشتی پوچ𝜋𝑗 = 0

 بازگشتی مثبت اگر فرایند𝜋𝑗 > 0



رفتار حدی ز م زپ

با گذر زمان𝑗پایدار حالت -عدم تغییر مقدار احتمال حالت 
پس مشتق آن برابر صفر

lim
𝑡→∞

𝒑′ 𝑡 = 𝟎

lim
𝑡→∞

𝒑′ 𝑡 = lim
𝑡→∞

𝒑 𝒕 𝑄 = 𝒑 ∞ 𝑄 = 𝟎

⟹ 𝝅𝑄 = 𝟎

تک مقدار عددی

𝜋𝑗𝑞𝑗 = ෍

𝑖=0,𝑖≠𝑗

𝑁

𝜋𝑖𝑞𝑖𝑗

معادله تعادل حالت پایدار



رفتار حدی ز م زپ

ቊ
𝝅𝑄 = 𝟎
𝝅𝟏 = 1

⟹

𝜋0𝑞0 = ෍

𝑖=0,𝑖≠0

𝑁

𝜋𝑖𝑞𝑖0

𝜋۱𝑞۱ = ෍

𝑖=0,𝑖≠۱

𝑁

𝜋𝑖𝑞𝑖۱

⋮

𝜋𝑗𝑞𝑗 = ෍

𝑖=0,𝑖≠𝑗

𝑁

𝜋𝑖𝑞𝑖𝑗

⋮

𝜋𝑁𝑞𝑁 = ෍

𝑖=0,𝑖≠𝑁

𝑁

𝜋𝑁𝑞𝑖𝑁

෍

𝑗=0

𝑁

𝜋𝑗 = ۱



رفتار حدی ز م زپ

lim
𝑡→∞

𝑃 𝑡 = 𝑃 ∞ = 𝟏𝝅𝑇 =

𝜋۱
𝜋۱
⋮
𝜋۱

𝜋۲ … 𝜋𝑁
𝜋۲ … 𝜋𝑁
⋮
𝜋۲

⋮
…

⋮
𝜋𝑁

lim
𝑡→∞

𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 𝜋𝑗



فرایندهای زاد و مرگ



فرایند زاد و مرگ

نوعی خاص در خانوادة زم زپ ها

ابزاری مهم و مفید
اس و اساس نظریة صف

nفرایند در حالت tدر زمان 
 ،به دیگر سخن𝑋 𝑡 تعداد اعضای جمعیت در زمانt

حرکت به یکی از همسایه هایn − 𝑛یا ۱ + ۱
از -زادn  به𝑛 + ۱
از -مرگn بهn − ۱
مشابه؟ پیوستة گام تصادفی
محدود نبودن حوزه به جمعیت های زیستی
تغییر جمعیت از صفر تا بی نهایت

 معمولا محدود کردن جمعیت بهN

ف ز م با جمعیت نامحدود مدلی مناسب برای رده ای خاص از سیستم های صف -مثال M/M/m

مدلی مناسب برای رده ای خاص از سیستم های صف محدود  ف ز م با جمعیت -مثالM/M/m/K



فرایند زاد و مرگ

 ارزیابی  ف ز م در بازه های به اندازة کافی کوچکℎ

اصول

𝑋فرض  𝑡 0,۱,۲فرایندی مارکوفی با حالت های, و 𝑃𝑖𝑗(𝑡)و احتمال های انتقال ایستای …
𝑃𝑖𝑗 𝑡 = 𝑃 𝑋 𝑡 + 𝑢 = 𝑗 𝑋 𝑢 = 𝑖 , ∀𝑠 ≥ 0

الف )𝑃𝑖𝑖+۱ ℎ = 𝜆𝑖ℎ + 𝑜 ℎ
 دقیقا یک زاد در بازة(𝑡,𝑡 + ℎ]

ب )𝑃𝑖𝑖−۱ ℎ = 𝜇𝑖ℎ + 𝑜 ℎ
 بازة مرگ در دقیقا یک(𝑡,𝑡 + ℎ]

ج )𝑃𝑖𝑖 ℎ = ۱ − (𝜆𝑖 + 𝜇𝑖)ℎ + 𝑜 ℎ
 بازة بودن زاد و مرگ در دقیقا(𝑡,𝑡 + ℎ]

د )𝑃𝑖𝑗 0 = 𝛿𝑖𝑗
هـ)

𝜇0 = 0,𝜆0 > 0,

𝜇𝑖 ,𝜆𝑖 > 0,𝑖 = ۱,۲, …





فرایند زاد و مرگ

فرایند« مولد سخت کوچک»ماتریس 

𝜆𝑖آهنگ زاد سخت کوچک

𝜇𝑖آهنگ زاد سخت کوچک

در بازه های کوچک زمانی احتمال افزایش یا کاهش جمعیت با یک اساسا iبا فرض اینکه با شروع از حالت ۲و ۱اصول 
متناسب با طول بازه

෍

𝑗=0

∞

𝑃𝑖𝑗 𝑡 ≤ ۱

کولمولگوف-استفاده از خاصیت مارکوفی، امکان اشتقاق معادلات چپمن

𝑃𝑖𝑗 𝑡 + 𝑠 = ෍

𝑘=0

∞

𝑃𝑖𝑘 𝑡 𝑃𝑘𝑗 𝑠



رفتار وابسته به زمان ف زم

𝑗داشتن  > 𝑡عضو در زمان 0 + ℎ یا𝑋(𝑡 + ℎ) = 𝑗
ممکن در صورت رخداد یکی از پیشامدهای زیر

 اندازة جمعیت در زمان𝑡 برابر𝑗 و عدم رخداد زاد و مرگ در بازه(𝑡,𝑡 + ℎ) .
 اندازة جمعیت در زمان𝑡 برابر𝑗 − 𝑡,𝑡)در بازه و رخداد صرفا یک زاد ۱ + ℎ) .
 اندازة جمعیت در زمان𝑡 برابر𝑗 + 𝑡,𝑡)در بازه مرگ و رخداد صرفا یک ۱ + ℎ) .

دوبه دو مجزا

 بقیه موارد دارای احتمال ناچیز𝑜(ℎ)

پس
𝑝𝑗 𝑡 + ℎ = 𝑝𝑗 𝑡 𝑃𝑗,𝑗 ℎ + 𝑝𝑗−۱ 𝑡 𝑃𝑗۱ـ,𝑗 ℎ + 𝑝𝑗+۱ 𝑡 𝑃𝑗+۱,𝑗 ℎ + 𝑜 ℎ , 𝑗 ≥ ۱

𝑗 = 0

𝑝0 𝑡 + ℎ = 𝑝0 𝑡 𝑃0,0 ℎ + 𝑝۱ 𝑡 𝑃۱,0 ℎ + 𝑜 ℎ

جاگذاری مقادیر متناظر
𝑝𝑗 𝑡 + ℎ = 𝑝𝑗 𝑡 ۱ − 𝜆𝑗ℎ − 𝜇𝑗ℎ + 𝑝𝑗−۱ 𝑡 𝜆𝑗−۱ℎ + 𝑝𝑗+۱ 𝑡 𝜇𝑗+۱ℎ + 𝑜(ℎ)

𝑗 = 0

𝑝0 𝑡 + ℎ = 𝑝0 𝑡 ۱ − 𝜆0ℎ + 𝑝۱ 𝑡 𝜇۱ℎ + 𝑜 ℎ



رفتار وابسته به زمان ف زم

جاگذاری مقادیر متناظر

𝑝𝑗 𝑡 + ℎ − 𝑝𝑗 𝑡

ℎ
=

−𝑝𝑗 𝑡 𝜆𝑗 + 𝜇𝑗 + 𝑝𝑗−۱ 𝑡 𝜆𝑗−۱ + 𝑝𝑗+۱ 𝑡 𝜇𝑗+۱ +
𝑜 ℎ

ℎ
, 𝑗 ≥ ۱

−𝑝0 𝑡 𝜆0 + 𝑝۱ 𝑡 𝜇۱ +
𝑜 ℎ

ℎ
, 𝑗 = 0 , 𝑗 = 0

ℎ → 0

𝑝′𝑗 𝑡 = ൝
−𝑝𝑗 𝑡 𝜆𝑗 + 𝜇𝑗 + 𝑝𝑗−۱ 𝑡 𝜆𝑗−۱ + 𝑝𝑗+۱ 𝑡 𝜇𝑗+۱, 𝑗 ≥ ۱

−𝑝0 𝑡 𝜆0 + 𝑝۱ 𝑡 𝜇۱, 𝑗 = 0 , 𝑗 = 0



رفتار حدی فرایندهای زاد و مرگ

سختی و پیچیدگی پاسخ معادلات دیفرانسیلی
اما حالت حدی داری رفتاری نرم تر

 رفتار حدی حالتj

𝜋𝑗 = حـــد
𝑡→∞

𝑃(𝑋(𝑡) = 𝑗) = حـــد
𝑡→∞

𝑝𝑗(𝑡)

 تفسیرهای𝜋𝑗در صورت ارگودیک بودن
 احتمال اینکه جمعیت دارایjعضو در زمان های دور

 درصدی از زمان بودن و سپریدن فرایند در حالتj 

نیاز به بررسی بازگشتی مثبت بودن ف زم جهت داشتن رفتار حدی
سپس محاسبة احتمالات با ضابطة بالا

روش دیگر در ابتدا محاسبة احتمال𝝅 با استفاده از روش بالا
 سپس بررسی مناسب بودن𝝅به مثابة بردار احتمال



رفتار حدی فرایندهای زاد و مرگ

با فرض وجود و مثبت بودن حدها
 میل احتمال هر حالتj به𝜋𝑗

پس حد مشتق با میل زمان به بی نهایت میل به صفر

حـــد
𝑡→∞

𝑝𝑗(𝑡) = 𝜋𝑗

حـــد
𝑡→∞

𝑝′𝑗(𝑡) = 0

کولمولگروف-جاگذاری حدها در معادلات چپمن

𝑝′𝑗 𝑡 = ൝
−𝑝𝑗 𝑡 𝜆𝑗 + 𝜇𝑗 + 𝑝𝑗−۱ 𝑡 𝜆𝑗−۱ + 𝑝𝑗+۱ 𝑡 𝜇𝑗+۱, 𝑗 ≥ ۱

−𝑝0 𝑡 𝜆0 + 𝑝۱ 𝑡 𝜇۱, 𝑗 = 0 , 𝑗 = 0

0 = −𝜋𝑗 𝜆𝑗 + 𝜇𝑗 + 𝜋𝑗−۱𝜆𝑗−۱ + 𝜋𝑗+۱𝜇𝑗+۱, 𝑗 ≥ ۱

0 = −𝜋0𝜆0 + 𝜋۱𝜇۱, , 𝑗 = 0



رفتار حدی فرایندهای زاد و مرگ

0 = −𝜋𝑗 𝜆𝑗 + 𝜇𝑗 + 𝜋𝑗−۱𝜆𝑗−۱ + 𝜋𝑗+۱𝜇𝑗+۱, 𝑗 ≥ ۱

0 = −𝜋0𝜆0 + 𝜋۱𝜇۱, , 𝑗 = 0
 یا

0 = 𝜇۱𝜋۱ − 𝜆0𝜋0
0 = 𝜆0𝜋0 + 𝜇۲𝜋۲ − 𝜆۱ + 𝜇۱ 𝜋۱
0 = 𝜆۱𝜋۱ + 𝜇۳𝜋۳ − 𝜆۲ + 𝜇۲ 𝜋۲
0 = 𝜆۲𝜋۲ + 𝜇۴𝜋۴ − (𝜆۳ + 𝜇۳)𝜋۳

⋮
یا

0 = 𝜇۱𝜋۱ − 𝜆0𝜋0
𝜇۱𝜋۱ − 𝜆0𝜋0 = 𝜇۲𝜋۲ − 𝜆۱𝜋۱
𝜇۲𝜋۲ − 𝜆۱𝜋۱ = 𝜇۳𝜋۳ − 𝜆۲𝜋۲
𝜇۳𝜋۳ − 𝜆۲𝜋۲ = 𝜇۴𝜋۴ − 𝜆۳𝜋۳

⋮
یا

0 = 𝜇۱𝜋۱ − 𝜆0𝜋0
0 = 𝜇۲𝜋۲ − 𝜆۱𝜋۱

𝜇۲𝜋۲ − 𝜆۱𝜋۱ = 𝜇۳𝜋۳ − 𝜆۲𝜋۲
𝜇۳𝜋۳ − 𝜆۲𝜋۲ = 𝜇۴𝜋۴ − 𝜆۳𝜋۳

⋮

֜
∗

0 = 𝜇۱𝜋۱ − 𝜆0𝜋0
0 = 𝜇۲𝜋۲ − 𝜆۱𝜋۱
0 = 𝜇۳𝜋۳ − 𝜆۲𝜋۲
0 = 𝜇۴𝜋۴ − 𝜆۳𝜋۳

⋮

֜
∗

𝜆0𝜋0 = 𝜇۱𝜋۱
𝜆۱𝜋۱ = 𝜇۲𝜋۲
𝜆۲𝜋۲ = 𝜇۳𝜋۳
𝜆۳𝜋۳ = 𝜇۴𝜋۴

⋮



رفتار حدی فرایندهای زاد و مرگ

0 = 𝜇۱𝜋۱ − 𝜆0𝜋0
0 = 𝜇۲𝜋۲ − 𝜆۱𝜋۱

𝜇۲𝜋۲ − 𝜆۱𝜋۱ = 𝜇۳𝜋۳ − 𝜆۲𝜋۲
𝜇۳𝜋۳ − 𝜆۲𝜋۲ = 𝜇۴𝜋۴ − 𝜆۳𝜋۳

⋮

֜
∗

0 = 𝜇۱𝜋۱ − 𝜆0𝜋0
0 = 𝜇۲𝜋۲ − 𝜆۱𝜋۱
0 = 𝜇۳𝜋۳ − 𝜆۲𝜋۲
0 = 𝜇۴𝜋۴ − 𝜆۳𝜋۳

⋮

֜
∗

𝜆0𝜋0 = 𝜇۱𝜋۱
𝜆۱𝜋۱ = 𝜇۲𝜋۲
𝜆۲𝜋۲ = 𝜇۳𝜋۳
𝜆۳𝜋۳ = 𝜇۴𝜋۴

⋮
مشاهدة نمودار جریان ف زم



رفتار حدی فرایندهای زاد و مرگ

𝜆0𝜋0 = 𝜇۱𝜋۱
𝜆۱𝜋۱ = 𝜇۲𝜋۲
𝜆۲𝜋۲ = 𝜇۳𝜋۳
𝜆۳𝜋۳ = 𝜇۴𝜋۴

⋮
یا 

𝜆𝑗𝜋𝑗 = 𝜇𝑗+۱𝜋𝑗+۱
یا

𝜋𝑗+۱ =
𝜆𝑗

𝜇𝑗+۱
𝜋𝑗

یا

𝜋۱ =
𝜆0
𝜇۱

𝜋0

𝜋۲ =
𝜆۱
𝜇۲

𝜋۱

𝜋۳ =
𝜆۲
𝜇۳

𝜋۲

𝜋۴ =
𝜆۳
𝜇۴

𝜋۳

⋮

֜
∗

𝜋۱ =
𝜆0
𝜇۱

𝜋0

𝜋۲ =
𝜆0
𝜇۱

𝜆۱
𝜇۲

𝜋0

𝜋۳ =
𝜆0
𝜇۱

𝜆۱
𝜇۲

𝜆۲
𝜇۳

𝜋0

𝜋۴ =
𝜆0
𝜇۱

𝜆۱
𝜇۲

𝜆۲
𝜇۳

𝜆۳
𝜇۴

𝜋0

⋮

֜
∗
𝜋𝑗 =

𝜆0𝜆۱…𝜆𝑗−۱
𝜇۱𝜇۲ …𝜇𝑗

𝜋0 ֜
∗

𝜋𝑗 = 𝜋0ෑ

𝑘=0

𝑗−۱
𝜆𝑘
𝜇𝑘+۱

, 𝑗 = ۱, ۲, …



رفتار حدی فرایندهای زاد و مرگ

𝜋𝑗 = 𝜋0ෑ

𝑘=0

𝑗−۱
𝜆𝑘
𝜇𝑘+۱

, 𝑗 = ۱, ۲, …

همچنین 

෍

𝑗=0

∞

𝜋𝑗 = ۱

پس

𝜋0 +෍

𝑗=۱

∞

𝜋0ෑ

𝑘=0

𝑗−۱
𝜆𝑘
𝜇𝑘+۱

= ۱

یا 

𝜋0 =
۱

۱ + σ𝑗=۱
∞ ς

𝑘=0
𝑗−۱ 𝜆𝑘

𝜇𝑘+۱
معادلة پایه در نظریه صف مقدماتی



رفتار حدی فرایندهای زاد و مرگ

𝜋0 =
۱

۱ + σ𝑗=۱
∞ ς

𝑘=0
𝑗−۱ 𝜆𝑘

𝜇𝑘+۱
بررسی وجود حد رفتاری

وجود حد کاهش ناپذیر
  مقادیر𝜋𝑗 بازگشتی مثبت بودن مثبت و غیر صفر در صورت

فرایند کاهش ناپذیر اگر و فقط اگر میزان مرگ و تولد غیرصفر باشد یا
𝜆𝑗 > 0, 𝜇𝑗+۱ > 0, 𝑗 = 0, ۱, ۲, …

جهت ضمانت مثبت بازگشتی بودن

𝜋𝑗 > 0

 کافی است𝜋0 > 0

 ۱یا + σ𝑗=۱
∞ ς𝑘=0

𝑗−۱ 𝜆𝑘

𝜇𝑘+۱
< ∞

 شرط کافی برقراری𝜆𝑘

𝜇𝑘
< 𝑘به ازای ۱ ≥ 𝑘0

اندازه جمعیت متناهی اگر میزان تولد اکیدا کمتر از میزان مرگ برای مواقعی که جمعیت به اندازه کافی بزرگ است-تفسیر
خرگوش ها
سیستم های منابع محدود



مثال

ف زم با تعداد حالت متناهی
  پس𝜆𝑁−۱ = 0

 فرض𝜆𝑗 = 𝜇𝑗+۱,𝑗 = 0,۱,۲, … ,𝑁 − ۲

ف زم حتما کاهش ناپذیر

 با متناهی بودنNبازگشتی مثبت
 معادلة تعادل حالت صفر

𝜆0𝜋0 = 𝜇۱𝜋۱ ⟹ 𝜋0 = 𝜋۱
 بنابراین

𝜋𝑗 =
۱
𝑁
, 𝑗 = 0, ۱, ۲, … , 𝑁 − ۱

 در صورت𝑁 → ؟∞
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